EXERCICE 1

Partie I : Obtention des diviseurs d’un entier

1. 350 = 2 x 52 x 7 donc les diviseurs de 350 sont : 1;2;5; 7;10; 14; 25; 35; 50; 70; 175 ; 350.
On adonc:o(350) =1+2+5+7+10+ 14425+ 35+ 50+ 70 + 175 + 350 = 744.

2. L’algorithme complet est le suivant :

Entrée n entier naturel non nul
Initialisation o prend la valeur 0
Traitement Pour £ allant de 1 & n faire :
| Sin/k== floor(n/k), alors :
| | Affecter a o la valeur o + k
| Fin Si
Fin Pour
Sortie Afficher o

Partie IT : Quelques propriétés de o
l.o(l)=1;0(2)=142=3;00B3)=1+3=4;04)=14+2+4=7;0(5)=14+5=06c¢t
o(6) =1+2+3+6=12.
2. Si p est un nombre premier, alors ses seuls diviseurs sont 1 et p (avec p # 1) donc o(p) = p+1.

3. a) Sin > 2, alors n est au moins divisible par 1 et par lui-méme (avec n # 1).
Dot o(n) 2 n+1.
b) Soit n un entier naturel non nul. n est au plus divisible par tous les entiers naturels non
nuls qui le précédent. On a donc :

on)<1+2+3+...4+n

- nin+1)

o(n) < 5 d’aprés la propriété 1

Partie III : Nombres parfaits
1. Si m est un entier naturel parfait, alors n = o(n) — n, c’est-a-dire o(n) = 2n.

2. On a vu a la question IT 2. que si p est un nombre premier, alors o(p) = p+ 1. Or, I’équation
p+ 1 = 2p a pour solution p = 1 qui n’est pas un nombre premier.
Il n’existe donc pas de nombre premier parfait.

3. a) D’apreés la question précédente, il suffit de traiter lescasn =1, n =4, n =6, n =8,

n=9et n=10.
o()=1#2x1 o(8)=15£2x 8
o(4)=T#2x4 7(9) =13 £ 2 x 9

o(6) =12 =2 x 6 7(10) = 18 # 2 x 10

Le seul nombre parfait inférieur ou égal & 10 est donc 6.
b) Avec n =2 on peut écrire 28 = 2% (2>7! — 1) avec 2**! — 1 = 7 nombre premier.
c) 6 =2" (2" —1) avec 2'*! — 1 = 3 nombre premier.

Soit n un entier naturel non nul et soit p un nombre premier.
Les diviseurs de 2"p sont : 1;2; 2% ...;2"%; p; 2p; 22p; ... ; 27p.
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On a donc :

o(2"p) =1+2+22+ . 42" +p+2p+2%p... +2"p
=(14+2+22+.. . +2") +p1+2+22+...+27)

=1+p)A+2+22+...+2")

2n+1_1
= 1 —
A+p)——

a(2"p) = (1+p) (2" —1)

d’aprés la propriété 2

b) Avec p = 2"*! — 1, on obtient :

o(2n (2t —1)) = (1427 —1) (2"t —1)
= onFl (2nt )

—2x 2" (2”+1 —1)

Donc 2" (2" — 1) est parfait.
c) Si 2™p est parfait, alors :

o(2"p) =2 % 2"p = (1+p) (2" —1) =2"*p
e ontl _ 14 (2n+1 _ 1) p= 2n+1p

= p=2"Tt_1

d) On peut, par exemple, pendre n = 4 et obtenir le nombre parfait 2* (2" —1) =
16 x 31 = 496 (31 est bien un nombre premier) ou encore n = 6 et obtenir le nombre
parfait 20 (2671 — 1) = 64 x 127 = 8128 (127 est encore un nombre premier).

a) Parmi les valeurs déja calculées, on trouve que :
1 est presque parfait car o(1) =1=2x1—1;
2 est presque parfait car 0(2) =3=2x2—1;
4 est presque parfait car 0(4) =7=2x4—-1;
8 est presque parfait car 0(8) =15 =2 x 8 — 1.
Pour les entiers de 11 & 16, seul 16 est presque parfait car o(16) =31 =2 x 16 — 1.

b) On peut conjecturer que tous les nombres presque parfaits sont des puissances de 2.

¢) On démontre un sens de cette affirmation :

Soit & un entier naturel. Les diviseurs de 2% sont : 1;2; 2%; ... ; 2%,
On a donc :
o) =1+4+2422 4. 4 2F
2k+1 -1
=—<5_1 d’aprés la propriété 2
—oktl

o(2F)=2x2" -1

ce qui démontre que toutes les puissances de 2 sont des nombres presque parfaits.
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EXERCICE 2

Partie I : Cas ou il n’y a que deux figurines distinctes

1. 11 faut acheter au moins deux boites pour espérer avoir deux figurines.

1
2. P(« Obtenir deux figurines distinctes en achetant deux boites ») = 3

1 1
3. P(C3) = P(fig,fig,fig,) + P(fig,figyfig,) = 3 + ] = 1
1 1 1
4. P(Cy) = P(fig,fig,fig,fig,) + P(figyfig,figyfig,) = TR
1 1 1
5. a) P(E) =P| fig,fig, ... fig, | + P| fig,-fig, ... fig, | = 2—n—|— %= T
N—_—— — N —
n fois n fois
1

b) P(F)=P(E) =1-P(E) =1
c)

- on—1 '

1
P(F) > 0,999 <= 1 — 2= > 0,999

<—n=>11

Partie II : Cas général
A. Une premiére approche

1. D’aprés le tableau, le nombre moyen de boites nécessaires pour obtenir la collection
compléte appartient a l'intervalle 129 ; 30] lorsque s = 10.

2. D’aprés le tableau, les médianes sont inférieures ou égales & 35 jusqu’a s = 12.
3. D’aprés le tableau, les neuviémes déciles sont inférieurs ou égaux & 50 jusqu’a s = 11.
4. D’aprés le tableau, les premiers déciles sont strictement supérieurs & 16 & partir de
s = 10.
B. Coit de la collection compléte
1. 11 x 8,90 = 97,90 €.

2. 97,90 = 39 x 2,504 0,40 donc Timéo peut acheter 39 boites de biscuits avec cet argent.
Or, d’aprés le tableau, avec s = 11, on a (3 = 39. On peut donc estimer la probabilité
que Timéo obtienne la collection compléte avec ses 39 boites a 0, 75.

3. D’aprés le tableau, si I'on veut que cette probabilité soit de 0,9, il faut qu’il puisse
acheter 49 boites (Dg = 49). Il faudrait donc fixer le prix unitaire de la boite de biscuits
97,90
T
C. Quelques résultats théoriques

~2,00 €.

1. 11 faut acheter au moins onze boites pour espérer avoir onze figurines.

1

1 n
2. a) g, =11 xP| fig,fig, ... figy :11><<11> = {1

n fois

b) ¢, <1070 «<=n>"7.

3. a) D’apres le tableau, avec s = 11, au moins 10 % des simulations ont nécessité jusqu’a
20 boites donc p1; < 0, 1.
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b) Ily a 11 figurines possibles & chacune des 11 répétitions identiques et indépendantes
du tirage soit 11 x 11 x ... x 11 = 11" fagons différentes d’obtenir une suite de 11

n fois
figurines non nécessairement distinctes.

c) Il y a 11 figurines non encore obtenues & l'ouverture de la premiére boite, 10 a
Iouverture de la deuxiéme, 9 & 'ouverture de la troisiéme, etc.
On a donc 11 x 10 x 9 x ... x 1 = 39916800 fagons différentes d’obtenir les 11
figurines distinctes.

39916 800

o~ LA x 107

d) On en déduit que p;; =

Olympiades de mathématiques Académie de Besangon 2013



